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ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ Γ΄ΤΑΞΗΣ ΗΜΕΡΗΣΙΩΝ ΛΥΚΕΙΩΝ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ KATEΥΘΥΝΣΗΣ  (28/05/2012) 
 
 
ΘΕΜΑ Α 

Α1.  σχολικό βιβλίο σελ. 253 

Α2.  σχολικό βιβλίο σελ. 191 

Α3. σχολικό βιβλίο σελ.  258 

A4.  α) Σ, β) Σ, γ) Λ, δ) Λ, ε) Λ 
 
 
ΘΕΜΑ Β 

Β1. Έστω ℜ∈+= xy,yixz  

(1) ⇔=+++−+⇒ 41yix1yix 22 ( ) ( )2 22 21 1 4x y x y− + + + + = ⇔
2 2 2 2 2 2 22 1 2 2 1 4 2 2 2 1x x y x x x y x y⇔ − + + + + + = ⇔ + = ⇔ + = ,  άρα ο γτ των εικόνων 

των µιγαδικών z στο επίπεδο είναι κύκλος µε ακτίνα 1 και κέντρο Ο(0,0). 
Β2. Το 1 2z z−  εκφράζει την απόσταση των εικόνων Μ1, Μ2 των z1, z2 που κινούνται σε κύκλο µε 

κέντρο  Ο(0,0) και ρ=1.   

Το τρίγωνο OMΝ  είναι ορθογώνιο στο Ο (από πυθαγόρειο θεώρηµα).  

Αν Κ το µέσο του ΜN : 

1 2 2 2
(*)

z z OM O OK
→ → →

+ = + Ν = =  

*  Το ΟΝΜ είναι ισοσκελές, οπότε το ΟΚ εκτός από 
    διάµεσος είναι και ύψος, άρα από πυθαγόρειο στο ΟΚΜ: 

    ( ) ( ) ( )2 2 2
OK MK OM+ = ⇔ ( )

2
2 22 1

2
OK

⎛ ⎞
+ = ⇔⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

 

     ( ) ( )2 1 1 1 21
2 2 22

OK OK⇔ = − = ⇔ = =  

Β΄τρόπος :     ( )( )1 2

2
1 2 1 2 1 2z z 2 z z 2 z z z z 2− = ⇔ − = ⇔ − − = ⇔  

2 1 2 1

2 2
1 2 1 2 1 2z z z z z z 2 z z z z 0⇔ + − − = ⇔ + =   

οπότε  ( )( )+ = + + =1 2

2
1 2 1 2z z z z z z

( )
+ + + =2 1

1
2 2

1 2 1 2z z z z z z 2  

Άρα + =1 2z z 2  

Β3. (2) 12βi)-5(α-βiα =+⇒ 2 2 24 6 12 16 36 12 16 36 1442i α⇔ − α + β = ⇔ + β = ⇔ α + β = ⇔  

           
2 2

2 24 9 36 1
9 4
α β⇔ α + β = ⇔ + =  

Άρα ο γτ των εικόνων των µιγαδικών w είναι η έλλειψη 1
4
y

9
x

:C
22

2 =+  
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Το µέγιστο µέτρο του w αντιστοιχεί στη µέγιστη απόσταση που µπορεί να απέχει ένα σηµείο της 

παραπάνω έλλειψης από την αρχή των αξόνων, η οποία ισούται µε την απόσταση (ΟΑ), όπου 

Α(3,0) η κορυφή του µεγάλου άξονα. Άρα 3
max

w = . 

Το ελάχιστο µέτρο του w αντιστοιχεί στην ελάχιστη απόσταση που µπορεί να απέχει ένα σηµείο 

της παραπάνω έλλειψης από την αρχή των αξόνων, η οποία ισούται µε την απόσταση (ΟΒ), όπου 

Β(0,2) η κορυφή του µικρού άξονα.  

Άρα  2
min

w = . 

B4. 2 1 1
min

z w− = − =  

      3 1 4
max

z w− = + =  

 
Β΄τρόπος:  µε τριγωνική ανισότητα 
Είναι z 1=  και 2 w 3≤ ≤ , οπότε: 

        z w z w 1 3 4− ≤ + ≤ + =  

        z w z w w z w 1 w 1 1− ≥ − = − = − = − ≥  

 
 
ΘΕΜΑ Γ 

 
Γ1. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο (0,+∞ ) µε  

( )
x
1

1xln
x
1

1xxln)x('f −+=⋅−+=  

Είναι f΄(1)=0  και f΄΄(x)= 0
x

1
x
1

2
>+    αφού χ>0, άρα η χ=1 µοναδική ρίζα της f΄(χ) 

Για χ>1 
f '

f '(x) f '(1)
↑

⇒ > ⇔ 0)x('f >  

Για χ<1 0)x('f)1('f)x('f
'f

<⇔<⇒
↓

 

χ 0                 1              +∞ 
f΄(χ) − + 
f(χ) γν. φθίνουσα Γν.αύξουσα  

                ΕΛΑΧ. 
               f(1)=−1 

Άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο [1,+∞ ) και γνησίως φθίνουσα στο (0,1] 

Στο διάστηµα (0,1] η f συνεχής και γνησίως φθίνουσα, άρα έχει σύνολο τιµών 

Σ1= ( ]( ) [ )+∞−=⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡=

+→
,1)x(flim),1(f1,0f

0x
 

εφόσον ( )( )
x 0 x 0
lim f(x) lim x 1 lnx 1 ,

+ +→ →
= − ⋅ − = +∞    διότι  

 
lim
x→0

+
x − 1( ) = −1 και 

 
lim
x→0

+
lnx = −∞      

Οµοίως, η f συνεχής και γνησίως αύξουσα στο [1,+∞ ), άρα έχει σύνολο τιµών 

Σ2= [ )( ) ),1[)x(flim),1(f,1f
x

+∞−=⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡=+∞

+∞→
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εφόσον ( )( )
x x
lim f(x) lim x 1 lnx 1 ,
→+∞ →+∞

= − ⋅ − = +∞  διότι 
 
lim
x→+∞

x − 1( ) = +∞  και 
 
lim
x→+∞

lnx = +∞  

Συνεπώς το σύνολο τιµών της f είναι το [-1,+∞).  

Γ2. 20131x20131x elnxlnρx =⇔= −− ( ) ( )1 2013 1 1 2012x lnx x lnx⇔ − ⋅ = ⇔ − ⋅ − = ⇔ 

               2012f(x)⇔ =  

Παρατηρούµε ότι  f(1)= -1 ≠ 2012 

Το 2012 )1 ,∈ = − +∞⎡⎣Σ 1  άρα υπάρχει ( , )∈1x 0 1  τέτοιο ώστε 2012)x(f 1 =  

Το 2 [ , )∈ = − +∞2012 Σ 1  άρα υπάρχει  ( , )∈ +∞2x 1 τέτοιο ώστε  2012)x(f 2 =  

Τα χ1, χ2 είναι µοναδικά αφού η f είναι γνησίως µονότονη σε καθένα από τα διαστήµατα (0,1) και 

(1,+∞ ). 

Γ3. Θεωρούµε τη συνάρτηση ( )2012)x(fe)x(h x −⋅= , η οποία είναι συνεχής στο [χ1,χ2] και 

παραγωγίσιµη στο (χ1,χ2) µε h΄(χ)=ex.(f(x) – 2012) + ex.f΄(χ).  Επίσης, 

( )
( ) 2012)f(x   διότι      02012)x(fe)x(h

2012)f(x      διότι       02012)x(fe)x(h

22
x

2

11
x

1

2

1

==−⋅=

==−⋅=
 

Άρα, από θεώρηµα Rolle , υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )210 x,xx ∈   τέτοιο ώστε  ⇔= 0)x('h 0  

( )0 0 0x x x
0 0e f '(x ) e f x 2012 e⋅ + ⋅ = ⋅  

x0e 0≠

⇔  
 
f '(x

0
) + f(x

0
) = 2012  

 

β΄τρόπος:  Έστω  φ(χ)=f΄(χ)+f(x)-2012, x∈[x1,x2] 

H φ είναι συνεχής ως πράξεις συνεχών 

φ(χ1)= f΄(χ1)+f(x1)-2012= f΄(χ1) < 0, αφού χ1<1 οπότε f΄(χ1)< 0  {βλ.πινακάκι στο Γ1)  

φ(χ2)= f΄(χ2)+f(x2)-2012= f΄(χ2) > 0, αφού χ2>1 οπότε f΄(χ1)> 0  {βλ.πινακάκι στο Γ1) 

οπότε φ(χ1)φ(χ2)< 0, άρα από θεώρηµα Bolzano υπάρχει ( )210 x,xx ∈  τέτοιο ώστε φ(χο)=0 

Γ4. Είναι ( )g(x) x 1 lnx= − ⋅  

Από το ερώτηµα Γ1, το σύνολο τιµών της f είναι το [-1,+∞ ), οπότε  

( ) 0)x(g01)x(f1xf ≥⇔≥+⇔−≥  

g(x) 0 (x 1) lnx 0 x 1= ⇔ − ⋅ = ⇔ =  

Άρα το ζητούµενο εµβαδόν είναι  ( ) ( )
2

1 1 1

1
2

e e e x
E g(x)dx x lnxdx x lnxdx

′⎛ ⎞
Ω = = − ⋅ = − ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ = 

e ee2 2 2 2 2e

1
1 11

2 2 2 2

x x 1 e x e x
x lnx x dx e 1 dx e x

2 2 x 2 2 2 4

e e 1 e e 3 e 3
e e 1 e e τ.µ.

2 4 4 2 4 4 4 4

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎛ ⎞= − ⋅ − − ⋅ = − − − = − − − =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − + − = − − + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫
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ΘΕΜΑ Δ 

Ø 
2 221 1 2

1 1
0

x x x xx x
f(t)dt e f(t)dt x x

e

− + − +−≥ ⇔ − + ≥∫ ∫  

Έστω g(x)= 
2 1 2

1

x x
e f(t)dt x x

− +
= − +∫ . Παρατηρούµε ότι  g(1)=0. 

Άρα έχουµε  g(x)≥ g(1), οπότε στο 1 η g έχει ελάχιστο.  

Η g είναι παραγωγίσιµη, διότι:  

f συνεχής και χ2-χ+1 συνεχής ως πολυωνυµική, οπότε 
2 1

1

x x
f(t)dt

− +

∫  παραγωγίσιµη  

2x x− +  παραγωγίσιµη και συνεχής ως πολυωνυµική 

( ) ( ) 1x21x21xxfe)x('g 2 −+−⋅+−⋅=  

Άρα (Fermat)  g΄(1)=0.  Άρα ( ) 11 2 1 1 0 1ef( ) f( )
e
−⋅ − + = ⇔ =  

Ø Αφού f  συνεχής στο (0,+∞)  και  f(x)≠0 για κάθε χ>0,  η f διατηρεί πρόσηµο στο (0,+∞). Όµως 

f(1)<0, οπότε  0)x(f <   ( )+∞∈∀ ,0x  

Ø Από τη 3η σχέση της εκφώνησης έχουµε: 
1

x lnt t
lnx x dt e f(x)     (1)

f(t)

⎛ ⎞−− = +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
∫  

Έστω d(x)=lnx – x  µε  
1 1 x

d'(x) 1
x x

−= − =  

d(x)=0 ⇔ x=1 
χ 0                 1              +∞ 
d΄(χ) + − 
d(χ) γν. αύξουσα  γν. φθίνουσα  

                ΜΕΓ. 
               d(1)=−1 

Άρα, d(x) ≤ -1 < 0 

Αν  Η(χ)=
)x(f
xxln −

, η (1) γράφεται:  d(x)= ( )1

x
H(t)dt e f(x)+∫ ,  οπότε  ( )1

x
H(t)dt e f(x)+∫ < 0 

Όµως  f(x)< 0, άρα  
1

0
x
H(t)dt e+ >∫  και  από την (1) έχουµε    

1

x

lnx x
f(x)

H(t)dt e

−=
+∫

         (2) 

Η συνάρτηση Η(t) είναι συνεχής ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων, άρα η 
x

1

lnt t
dt

f(t)
−

∫  είναι 

παραγωγίσιµη. Επίσης, η lnx – x είναι παραγωγίσιµη, άρα, από την (2) έχουµε ότι η f(x) είναι 

παραγωγίσιµη ως πηλίκο παραγωγίσιµων συναρτήσεων. 

Από την (1) : )x('fedt
)t(f
ttln

)x(f
)x(f
xxln

1
χ
1 x

1
⋅⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛
∫ +−+⋅−=−  

(1) ln x x 01 ln x x
1 ln x x f '(x)

x f(x)

− ≠−⇔ − = − + ⋅ ⇔  

1
1 f '(x)x 1

lnx x f(x)

−
⇔ = +

−
  ( ) ( )ln lnx x ' (x) ' ln f(x) '⇔ − = +  

Άρα 
 
ln lnx − x = x + ln f(x) + c     (2)  

για χ=1  0celn1celn1cceln10c)1(fln111lnln 11 =⇔+−=⇔−−=⇔++=⇔++=− −−  
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Οπότε (2) )x(flnxxxlnln +=−⇒ .     Όµως f(x)< 0  &  lnx-x = d(x) < 0, οπότε: 

( )

x
x

x
x x

ln(x lnx) x ln( f(x)) ln( f(x)) ln(x lnx) x

x lnx
ln( f(x)) ln(x lnx) lne ln( f(x)) ln

e
x lnx lnx x

f(x) f(x) f(x) e lnx x
e e

−

− = + − ⇔ − = − − ⇔
−⎛ ⎞⇔ − = − − ⇔ − = ⇔⎜ ⎟⎝ ⎠

− −⇔ − = ⇔ = ⇔ = −

  

Δ2.  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
⎡ ⎤

− = − =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2 21 1 1f x ηµ f x f x ηµ
f x f x f x

( ) ( )

( )

−

2

1 1ηµ
f x f x

1
f x

 

Θέτουµε 
( )= 1u
f x

. 

( ) ( )
lim lim lim ,

lnln+ + +−→ → →
= = =

−−

x

xx 0 x 0 x 0

1 1 e 0
f x x xe x x

  διότι  0

0
1x

x
lim e e

+→
= =   και  

0x
lim

+→
(lnχ-χ)=-∞ 

οπότε:  ( )( ) ( ) ( )lim lim
+ −

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

→ →

⎡ ⎤ −− = =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

0
02

2x 0 u 0

1 ηµu uf x ηµ f x
f x u

lim lim
− −→ →

− −= =
u 0 u 0

συνu 1 1 συνu 1 0
2u 2 u

 

 
Δ3.  Αφού f  συνεχής στο (0,+∞), η F είναι παραγωγίσιµη µε F '(x) f(x)=  

0F ''(x) f '(x)= >  διότι ( ) 0
x
1

1xxlne1
x
1

exxlne)x('f
0

xxx >⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+−−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+−−=

≤

−−−
  

Η συνάρτηση F είναι συνεχής στα διαστήµατα [χ,2χ] & [2χ,3χ] και παραγωγίσιµη στα (χ,2χ), 

(2χ,3χ), οπότε εφαρµόζοντας ΘΜΤ έχουµε: 

• Υπάρχει ( ) ( )
1 1

2
2

F x F(x)
x, x : F '( )

x

−
ξ ∈ ξ =  

• Υπάρχει ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

3 2
2 3

F x F x
x, x : F '

x

−
ξ ∈ ξ =  

Όµως  ( ) ( ) ( ) ( ) 0

1 2 1 2

2 3 2F xF x F(x) F x F x
F '( ) F '

x x

′↑ >− −
ξ < ξ ⇒ ξ < ξ ⇒ < ⇒  

( ) ( ) )x3(F)x(Fx2F2)x2(Fx3F)x(F)x2(F +<⇒−<−⇒  για κάθε χ>0 

Δ4. Έστω  )β3(F)β(F)x(F2)x(G −−=  

• ( ) ( )3 0G( ) F( ) F ,   διότι   β 3β  και F F'(x) f(x) 0β = β − β > < ↓ = <  οπότε  ( ) ( )β3FβF >  

   και ( ) ( ) ( ) ( )   0β3FβFβ2F2β2G <−−= (από Δ3 για x=β),    άρα G(β) ( ) 0β2G <⋅  

• G συνεχής στο [β,2β], διότι η F είναι συνεχής (ως παραγωγίσιµη) 

Άρα (Bolzano) υπάρχει ( ) ( ) 0ξG:β2,βξ =∈  

Επίσης, 02f(x)(x)2F'(x)G' <==    άρα G γν. φθίνουσα 

Οπότε υπάρχει µοναδικό ( )β2,βξ∈  τέτοιο ώστε ( ) ( ) ( ) ( )β3FβFξF20ξG +=⇔=  


