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ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ Γ΄ΤΑΞΗΣ ΗΜΕΡΗΣΙΩΝ ΛΥΚΕΙΩΝ & ΕΠΑΛ (Β΄) 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 
(27/05/2013) 

 
ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 
ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σχολικό βιβλίο, σελ. 334-335 

Α2. Σχολικό βιβλίο, σελ. 246 

Α3. Σχολικό βιβλίο, σελ. 222 

Α4. α)Λ    β)Σ      γ)Σ       δ)Λ      ε)Σ 

 

ΘΕΜΑ Β 
Β1. (z – 2)( z  - 2) + |z – 2| = 2 
      |z – 2|2 + |z – 2| - 2 = 0 
   |z – 2| = 1               ή         |z – 2| = - 2  
Κύκλος µε κέντρο                 Απορρίπτεται 
Κ(2, 0) και ρ=1 
 
Β2. Αφού |Im(z1) – Im(z2)|= 2 = 2ρ, οι µιγαδικοί z1, z2 είναι   z1=2 + i  και  z2 = 2 – i (ή 
αντίστροφα) µε εικόνες Γ, Δ. Εποµένως, 

z1 + z2 = β ⇔  2 + i  + 2 – i = β ⇔  β = 4 
και  

z1
.z2=γ ⇔  (2 + i)(2 – i) = γ ⇔  γ = 5 

 
Β3. Αφού οι µιγαδικοί α0, α1, α2 ανήκουν στον κύκλο του ερωτήµατος Β1, ισχύει ότι  

|α0| ≤ 3 , |α1| ≤ 3 , |α2| ≤ 3 
Από τη σχέση της εκφώνησης προκύπτει: 
ν3= - (α2ν2 + α1ν + α0) 
οπότε 

|ν|3= |α2ν2 + α1ν + α0| ≤  |α2|| ν|2 + |α1||ν| + |α0| ≤  3| ν|2 + 3|ν| + 3 
δηλαδή  

|ν|3 ≤  3|ν|2 + 3|ν| + 3  (1) 
Υποθέτουµε ότι |ν|≥ 4  (2).  
Τότε 

|ν|3=|ν2|.|ν|≥ 4|ν|2=3|ν|2+|ν|2
 ≥
(2)

3|ν|2+4|ν|=3|ν|2+3|ν|+|ν| ≥
(2)

3|ν|2+3|ν|+4 
που είναι άτοπο, λόγω της (1). 
 
β΄τρόπος 

Έστω xv = . Τότε 
 
(1) ⇔ x

3 − 3x
2 − 3x − 3 ≤ 0 . Με σχήµα Horner: 

1 -3 -3 -3 4 

↓  4 4 4  

1 1 1 1 
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. ( ) ( ) x1)x('fx)x(f =+⋅+  
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άρα    

2
1

)x(fx
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)x(f2 =⋅+  

 

f
2
(x) + 2x ⋅ f(x) − 1= 0

f
2
(x) + 2xf(x) + x

2 = x
2 + 1

f(x) + x( )2 = x
2 + 1 (1)

 

Έστω 
 
h(x) = x

2 + 1. Είναι h(x)>0, δηλαδή 0)x(h ≠  οπότε 0)x(h2 ≠ . Επίσης, η συνάρτηση )x(h2  

είναι συνεχής, άρα διατηρεί σταθερό πρόσηµο. Έτσι, από την (1) προκύπτει: 

 
f(x) + x = x

2 + 1             ή              
 
f(x) + x = − x

2 + 1 

        
 
f(x) = x

2 + 1− x                      Απορρίπτεται, αφού f(0)=1 
 
Γ2. Για τη συνάρτηση f ισχύει: 

01
1x

x
1

1x2

x2
)x('f

22
<−

+
=−

+
=   διότι  

 

x

x
2 + 1

< 1⇔ x < x
2 + 1   (2)  

 
� αν 0χ <  η (2) ισχύει 

� αν 0χ ≥  η (2) 101χχ 22 <⇔+<⇒  ισχύει 
άρα f΄(χ)<0 για κάθε χ∈R, εποµένως η f  είναι γνησίως φθίνουσα, άρα και 1-1 
Έτσι, έχουµε: 

( )( ) 1xgf =  

 
f g(x)( ) = f(0)  

                      
 
g(x) = 0     αφού f  1-1 
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Είναι 
 
g '(x) = 3x

2 + 3x = 3x x + 1( )   

 
g '(x) = 0 ⇔ x = 0    ή     x = −1 
Οπότε η g έχει τον εξής πίνακα µονοτονίας: 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                    τ.µ.               τ.ε. 

                                                               g(-1)=
 
− 1

2
         g(0)=-1 

 
• στο ( ]    g  η   1, ↑−∞− και συνεχής: 
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αφού 
 

lim
x→−∞

g(x) = lim
x→−∞

x
3 + 3x
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x
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το  g η
2
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• στο [-1,0] η g ↓και συνεχής: 
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• στο [ ]+∞,0  η g ↑  και συνεχής 

 
g 0,+∞⎡⎣ )( ) = g(0), lim

x→+∞
g(x)⎡

⎣ ) = −1,+∞⎡⎣ )  

αφού 
 

lim
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g(x) = lim
x→−∞
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3( ) = −∞   

το 
 
0 ∈ -1,+ ∞⎡⎣ )⇒ η g έχει ακριβώς µία ρίζα στο 

 
0,+ ∞⎡⎣ )   (αφού είναι γν. αύξουσα) 

 

Γ3. f t( )dt
χ−π
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Έστω  ∫⋅=
−
4
π

χ

0
dt)t(fηµχ)x(F  

η F είναι συνεχής στο ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

4
π

,0  και παραγωγίσιµη στο ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

4
π

,0  ως γινόµενο συνεχών και 

παραγωγίσιµων συναρτήσεων: 

x 
g΄(x) 

g(x) 

−∞  +∞  -1 0 
+ + – 
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� ηµx  συνεχής και παραγωγίσιµη 

� ∫
−
4
π
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dt)t(f  συνεχής διότι η f συνεχής και 

4
π

x −  συνεχής άρα ∫
−
4
π

x

0
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συνεχής 

∫ =⋅=
4
π

0
0f(t)dtηµ0)0(F  

∫ =⋅=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ 6

0
0dt)t(f

4
π

ηµ
4
π

F  
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ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. 
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Η f’ είναι γνησίως αύξουσα  στο ( )+∞,0  οπότε το 1 είναι η µοναδική ρίζα. 

Για 0)x('f)1('f)x('f1χ
'f

>⇒>⇒>
↑

 

Για 0)x('f)1('f)x('f1x
'f

<⇒<⇒<
↑

 

Άρα η f παρουσιάζει ελάχιστο στο ,1x0 =  το f(1)=1 (από εκφώνηση) 

 
Δ2. Από Δ1 έχουµε 1)x(f ≥  (ισχύει το = µόνο για 1x = ) 

Η f είναι συνεχής (ως παραγωγίσιµη) οπότε η συνάρτηση 
1t
1)t(f

)t(h
−
−=  είναι συνεχής (πράξεις 

συνεχών , t-1: συνεχής ως πολυωνυµική) 

Άρα η ∫=
x

α
h(t)dtg(x)  είναι παραγωγίσιµη µε )x(h)x('g =  

δηλ. 0
1x
1)x(f

)x('g >
−
−=  στο ( )+∞,1  άρα η g ↑ στο ( )+∞,1  
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Έστω ∫ >=
+1χ

χ
1  xg(u)du,φ(χ)  

         ∫ ∫=
+1χ

c

x

c
g(u)du-g(u)duφ(χ)  

g συνεχής (ως παραγωγίσιµη), x,  x+1  συνεχείς, άρα φ(χ)  παραγωγίσιµη µε  

0)x(g)1x(g)χ('φ >−+=  

διότι )1x(g)x(g1xx
g

+<⇒+<
↑

 
Άρα φ γνησίως αύξουσα. 

Έτσι, έχουµε:  

( ) ( ) (1)     5χ2φ58χφdu)u(gdu)u(g 42
6x2
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Όµως ↑φ  άρα αντιστρέψιµη και η ↑−1φ  (απόδειξη) 

οπότε η (1) ( ) 0χ4χ0χχ40χ2χ85χ25χ8 22424242 >−⋅⇔>−⇔>−⇔+>+⇔  

( )2,0)0,2(χ ∪−∈  

 

Δ3. 
1x
1)x(f

)x('g
−
−=  

     
2)1x(

)1)x(f()1x()x('f
)x(''g

−
−−−⋅=  

Αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε  χ>1 ισχύει ( ) 01)x(f)1x)(x('f >−−−   (2) 

Εφαρµόζουµε το ΘΜΤ για την f στο [ ]:x,1  

η f είναι συνεχής στο [1,x] και παραγωγίσιµη στο (1,x) οπότε υπάρχει ξ ∈ 1,x( )  τέτοιο ώστε  

f '(ξ) = f(x) − f(1)

x −1
⇔ f '(ξ) = f(x) −1

x −1
 

Άρα η (2) ισοδύναµα γράφεται: 

[ ] 0)ξ('f)x('f)1x(0)ξ('f)1x()1x()x('f >−−⇔>⋅−−−⋅  που ισχύει, διότι 

)x('f)ξ('fχξ  και    01x1x
f'

<⇒<>−⇔>
↑

 

Άρα ,0)x(''g > οπότε g κυρτή στο (1,+∞ ) 

Επίσης, είναι g(α)=0 και g '(α) = f(α) −1
α −1

 οπότε η εφαπτοµένη της Cg στο Μ ( )( )αg,α  έχει εξίσωση: 

ε: y − g(α) = g'(α) ⋅ x − α( )  

y = f(α) −1
α −1

x − α( )  

Αφού g κυρτή ισχύει 
( )

)αx(
1α
1αf

)x(g −
−
−≥  και η ισότητα 

( )
)αx(

1α
1αf

)x(g −
−
−=  

( ) ( )( )( )αx1αf)x(g1α −−=⋅−⇔  να ισχύει µόνο για αx =  (στο σηµείο επαφής) 
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β΄ τρόπος 

( ) ( )( ) ( )∫ −⋅−=
−
−−

x

α
αx1αfdt

1t
1)t(f

1α     )1x( >  

( )( )( ) (1)      0αx1αf)x(g)1α( =−−−−  

Έστω ( ) ( )( ) ( )αx1αf)x(g1α)χ(σ −⋅−−−=  

Παρατηρούµε ότι ( ) ( ) ( )( )( ) 0αα1αfαg1-α)ασ( =−−−=  

άρα το αx =  είναι µία ρίζα της σ, οπότε η εξίσωση (1) έχει λύση το αx = .  

σ'(χ) = α −1( )g '(x) − f α( ) −1( ) = α −1( ) f(x) −1
x −1

−
f α( ) −1
α −1

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
= α −1( ) ⋅ g '(x) − g ' α( )⎡

⎣
⎤
⎦

σ'(α) = 0

 

� για ),α('g)x('gαχ >⇒> αφού ↑'g (g κυρτή).  Άρα σ'(χ) > 0  

� για χ < α⇒ g '(x) < g '(α)⇒ σ'(χ) < 0  

Δηλαδή η σ έχει ελάχιστο το σ(α)=0. 

Άρα η ( ) ( )+∞∪∈> ,αα1,χ  για   0)χ(σ  οπότε η x=α είναι η µοναδική λύση της εξίσωσης.  


