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ΘΕΜΑ Β 

Β1.  1, ,f gD D    
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Β2. Έστω  1 2, 0,x x    τέτοια ώστε    1 2( ) ( )f g x f g x  
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      Άρα η f g  είναι 1 – 1. 
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 Άρα 
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Β3. Η φ είναι συνεχής στο  1,  ως σύνθεση συνεχών συναρτήσεων (ρητής με λογαριθμική) 

      Η φ είναι παραγωγίσιμη στο  1,  με : 
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     Ισχύει 
'( ) 0x   για κάθε χ>1. 

     Άρα η φ είναι γνησίως φθίνουσα στο  1, . 

 
Β4.  

     

 

1 1

1 1

2
lim ( ) lim ln

1

2 2
. lim lim

1 1

lim ln

2
lim ( ) lim ln

1

2 2
. lim lim lim

1 1

x x

x x

u

x x

x x x

x
x L

x

x x
έ u ό u

x x

ό L u

x
x l

x

x x x
έ u ό u

x x x

 

 

 

 



 

  

   
   

  

 
     

 

   

   
   

  

 
    

 



  





  

 
1

1 lim 1 1

lim ln ln1 0

x

u
Ά l u





  

  

 

 
 
 

 



 

 3 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Αφού η f είναι συνεχής πρέπει : 
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    Έστω ( ) ln 1, 0g x x x x     

Η g έχει προφανή ρίζα στο x = 1, αφού :    (1) 1 ln1 1 0g       και είναι συνεχής στο  0,  ως 

άθροισμα λογαριθμικής και πολ/κης.  

      ' 1
( ) 1 0g x

x
    άρα η g είναι γνησίως αύξουσα, οπότε x = 1 μοναδική ρίζα της g.  

       Έτσι λ = 1. 

 

Γ2. Εξετάζουμε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο 
0 0.x   
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  Άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο 
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 για x < 0 η f είναι παραγωγίσιμη με  '
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     Άρα η f δεν έχει κρίσιμα σημεία για x < 0. 
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 Για x = 0 είναι (0) 1 0f     
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Γ4. Εφαπτομένη της  , ( ) :fC f     

: ( ) ( ) ( )y f a f a x a     
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ΘΕΜΑ Δ 

 

Δ1. H f είναι παραγωγίσιμη ως άθροισμα παραγωγίσιμων στο . 

Eίναι :   ( ) 2xf x e x e     

(0) 1 0, (1) 2 0Έ f e f       

Επειδή f   συνεχής στο  0,1  ως άθροισμα συνεχών τότε, από θ. Bolzano υπάρχει τουλάχιστον 

ένα  0 0,1x   τ.ω. 
0( ) 0f x   

Επειδή ( ) 2 ,xf x e x e x      οπότε f   γνησίως αύξουσα στο και άρα το  0 0,1x   είναι 

μοναδικό.  

Για 0 0( ) ( ) 0x x f x f x

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Για 0 0( ) ( ) 0x x f x f x

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Άρα f γνησίως φθίνουσα στο  0, x  και f γνησίως αύξουσα στο  0x  .  

Αφού η f είναι συνεχής στο 
0x , έπεται ότι η f παρουσιάζει ελάχιστο στο 

0x  το 

0 2
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0 02 0 2
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Άρα 2 2

0 0 0 0 0 0( ) 2 1 ( 2) 1f x e x x ex x e x e            

 

Δ2. 
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      
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 Για τον υπολογισμό του 
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  
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Άρα 
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x x
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  
    

  

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
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1 1 1 1 1
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 
        
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 
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      
 

οπότε (Κ.Π.) lim 0





  
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  
0 0 0
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    
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
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                                                                                     (αφού το 
0x  είναι θέση ακρότατου) 

και  0
0

0

( ) ( )
0

f x f x
x x

x x


 


  (αφού 

0( ) ( )f x f x ) 
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0 0

1
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x x x x

 


   (διότι  
0

0lim 0
x x

x x


   και 
0x x >0 ) 

Άρα για 
0x x  έχουμε : 

0

0
0

0 0 0

1 1
lim ( )

( ) ( )x x

x x
x x

x x f x f x x x

    
       

      

  

                          Οπότε   
0 0 0

1 1
lim

( ) ( )x x f x f x x x

  
    

   
  

 

 Για τον υπολογισμό του 
0

0

0

1
lim ( )
x x

x x
x x

  
   

  
  θέτουμε 

0

1
u

x x



 

Οπότε 
0 0 0

1
lim lim
x x x x

u
x x  

  


 

Άρα 
0

0

0

1
lim ( ) lim

ux x

u
x x

x x u 

  
    

  


  = 0,  διότι:  

1 1 1 1 1
, lim 0 lim 0

u

u

u u u u u 

 
        

 

 
 

 
 

οπότε (Κ.Π.) lim 0
u

u

u



 

  
0 0 0

0 0
0

00 0

0

( ) ( )1
lim lim , lim ( ) 0

( ) ( )( ) ( )x x x x x x

x x f x f x
ό f x

f x f xf x f x x x

x x

    

 
    

 



   

                                                                                     (αφού το 
0x  είναι θέση ακρότατου) 

και  0
0

0

( ) ( )
0

f x f x
x x

x x


 


  (αφού 0( ) ( )f x f x ) 

 
0 0

1
lim
x x x x

 


   (διότι  
0

0lim 0
x x

x x


   και 0x x >0 ) 

Άρα για 0x x  έχουμε : 
0

0
0

0 0 0

1 1
lim ( )

( ) ( )x x

x x
x x

x x f x f x x x

    
       

      

    
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   Οπότε  
0 0 0

1 1
lim

( ) ( )x x f x f x x x

  
    

   
  

 

Άρα   
0

0 0

1 1
lim

( ) ( )x x f x f x x x

  
   

   
 + 

 

Β΄τρόπος 

Ισχύει  
0

1
1

x x

 
  

 
  για κάθε 

0x x  

Άρα 
0 0 0

1 1 1
1

( ) ( ) ( ) ( )x x f x f x f x f x

 
    

   
                 (1) 

Όμως 
0

0

1
lim

( ) ( )x x f x f x
 


, διότι   

0
0lim ( ) ( ) 0

x x
f x f x


   και 

0 0( ) ( ) ( ) ( ) 0f x f x f x f x     

Άρα  
0

0

1
lim 1

( ) ( )x x f x f x

 
    

 
 

Έτσι από την  (1)  έχουμε:   
0

0 0

1 1
lim

( ) ( )x x f x f x x x

  
   

   
 + 

 

Δ3. 

 Ύπαρξη ρίζας: 

Έστω 
0( ) ( )x f x x x    ,  x 0 ,1x  

 Η φ είναι συνεχής στο  0 ,1x  ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων. 

      0 0 0 0 0 0( ) 0, 0,1x f x x x f x ό x         & η f είναι γνησίως φθίνουσα για 
0x x ,  

οπότε  0 0(0) ( ) 0 ( )f f x f x    

     0 0 0(1) (1) 1 0 1 1 0f x x x          

      Άρα 0( ) (1) 0x     

Συνεπώς, από θ. Bolzano έχουμε ότι υπάρχει  0 ,1x  τέτοιο ώστε 0( ) 0 ( )f x        

 Μοναδικότητα ρίζας : 

( ) ( ) 1 0x f x     για κάθε  0 ,1x x  διότι από το Δ1 '( ) 0f x   για κάθε 0x x  

Άρα η φ ως συνεχής είναι γνησίως αύξουσα στο  0 ,1x  και συνεπώς το ρ είναι μοναδικό. 
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Δ4.  Εφαρμόζουμε για την f ΘΜΤ στο διάστημα  0 ,x   αφού f συνεχής στο  0 ,x   και 

παραγωγίσιμη στο  0 ,x  . 

Άρα υπάρχει τουλάχιστον ένα  1 0 ,x   τ.ω. 0
1

0

( ) ( )
( ) (1)

f f x
f

x


 







 

Από το Δ1, f   γνησίως αύξουσα στο .  

Αφού 
0 1x     ισχύει για κάθε  ,1   

           
0 0(1)

0
1 0 0

0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

xf f x
f f f f f x f x

x

 
         




     


      (2) 

Από το Δ3, ισχύει    0 0 ( )f x x f         , άρα η (2) γίνεται: 

           '

0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1f f x f f f f f f x f x f f                   

               


