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ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σχολικό βιβλίο, σελ. 262 

Α2. Σχολικό βιβλίο, σελ. 141 

Α3. Σχολικό βιβλίο, σελ. 246-247 

Α4. α) Λ    β) Σ      γ) Λ       δ) Σ      ε) Σ 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. 
 

f x( ) = x
2

x
2 +1

, D
f
= R  

       H f συνεχής και παραγωγίσιµη, ως ρητή, µε: 

                

 

f ' x( ) =
2x ⋅ x

2 +1( ) − x
2 ⋅2x

x
2 +1( )

2
=

2x

x
2 +1( )

2
 

• ( )f ' x 0 x 0= ⇔ =  

• ( )f ' x 0 x 0,> ⇔ >  οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο 

)0,+∞⎡⎣  

• ( )f ' x 0 x 0,< ⇔ < οπότε η f είναι γνησίως φθίνουσα στο ( ,0−∞ ⎤⎦  

           Στο 0x 0=  η f έχει ελάχιστο το f(0)=0 

 

B2. ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( )
( )

2 2 2 22 2 2

4 4 32 2 2

2 x 1 x 1 4x2 x 1 2x 2 x 1 2x 2 1 3x
f'' x

x 1 x 1 x 1

⎡ ⎤⋅ + ⋅ + −⋅ + − ⋅ + ⋅ ⋅ −⎣ ⎦= = =
+ + +

 

( ) 2 2 1 1 3
f '' x 0 1 3x 0 x x x

3 3 3
= ⇔ − = ⇔ = ⇔ = ± ⇔ = ±  

( ) 2 2 1 3 3 3
f '' x 0 1 3x 0 x x x

3 3 3 3
> ⇔ − > ⇔ < ⇔ < ⇔ − < <  

      άρα η f είναι κυρτή στο 3 3
,

3 3

⎡ ⎤
−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

( ) 2 2 1 3
f '' x 0 1 3x 0 x x

3 3
< ⇔ − < ⇔ > ⇔ >

3
x

3
⇔ >   ή 

3
x

3
< −    

      άρα η f είναι κοίλη στο 3
,

3

⎛ ⎤
−∞ −⎜ ⎥⎜ ⎥⎝ ⎦

 και στο 3
,

3

⎡ ⎞
+∞⎟⎢ ⎟⎢⎣ ⎠

 

Οπότε έχει 2 σηµεία καµπής: 
3 3

B ,f
3 3

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

  δηλ. 3 1
B ,

3 4

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 και  

3 3
Γ ,f

3 3

⎛ ⎞⎛ ⎞
− −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 δηλ. 3 1
Γ ,

3 4

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Β3. Αφού η f είναι συνεχής στο R δεν έχει κατακόρυφες ασύµπτωτες. 

       
( ) 2

3 2d'H d'Hx x x x

f x x 2x 2
lim lim lim lim 0 λ

x 6xx x 3x 1

+∞ +∞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+∞ +∞⎝ ⎠ ⎝ ⎠

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞
= = = = =

+ +
 

       ( )
2

2x x x

2

χ 1
lim f x λχ lim 0 lim 1 β

1χ 1 1
χ

→+∞ →+∞ →+∞

⎡ ⎤
⎡ ⎤− = − = = =⎢ ⎥⎣ ⎦ +⎣ ⎦ +

              (αφού 
2x

1
lim 0

x→+∞
= ) 

       Άρα η y=1 είναι οριζόντια ασύµπτωτη της fC  στο +∞  

       Οµοίως, η y=1 είναι οριζόντια ασύµπτωτη της Cf στο −∞ . 
 
Β4.  Από τα προηγούµενα ερωτήµατα, βρήκαµε ότι η Cf έχει ένα ολικό ελάχιστο στο Α(0,0) και 

δύο σηµεία καµπής, τα 3 1
B ,

3 4

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 και 3 1
Γ ,

3 4

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Επίσης, 
 
lim
x→+∞

f x( ) = 1 και 
 
lim
x→−∞

f x( ) = 1, έτσι 

προκύπτει ο παρακάτω πίνακας µεταβολών και η γραφική παράσταση της συνάρτησης. 
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.  Έστω g(x) xe x 1= − − ,  Df=R.  

Η g είναι συνεχής στο R, ως διαφορά πολυωνυµικής  από εκθετική. 

Παρατηρούµε ότι g(0)=0  

xg (x) e 1ʹ = −   

• xg (x) 0 e 1 x 0ʹ = ⇔ = ⇔ =  

• xg (x) 0 e 1 x 0ʹ > ⇔ > ⇔ >  

• xg (x) 0 e 1 x 0ʹ < ⇔ < ⇔ <  

χ - ∞        0       +∞  
g΄(χ) - + 

g(χ)  ↘   ↗  

        EΛ. (0,0) 

Οπότε έχουµε:  

• για 
g

x 0 g(x) g(0) g(x) 0
↑

> ⇒ > ⇔ >   

• για 
g

x 0 g(x) g(0) g(x) 0
↓

< ⇒ > ⇔ >    

Άρα η g έχει µοναδική ρίζα το 0,  οπότε 
2x 2 2 2e x 1 0 g(x ) 0 x 0 x 0− − = ⇔ = ⇔ = ⇔ =   

 

Γ2.  ( )2 2
2 x 2f (x) e x 1= − −  ,     x∈R 

H συνάρτηση 
2x 2h(x) e x 1= − − , σύµφωνα µε το προηγούµενο ερώτηµα έχει µοναδική ρίζα το 0, 

οπότε ισχύει f(x) 0≠  για κάθε χ 0≠ . Έτσι, αφού η f είναι συνεχής, έχουµε ότι διατηρεί πρόσηµο 

σε καθένα από τα διαστήµατα ( ,0)−∞  και  (0, )+∞ .  

• Για χ∈ ( ,0)−∞ :  
2x 2f(x) e x 1= − −   για κάθε χ<0  ή  

2x 2f(x) e x 1= − + +  για κάθε χ<0 

• Για χ∈ (0, )+∞ :  
2x 2f(x) e x 1= − −  για κάθε χ>0  ή  

2x 2f(x) e x 1= − + +  για κάθε χ>0 

• f(0)=0 

άρα  

2

2

x 2

x 2

e x 1, x 0
f(x)

e x 1, x 0

⎧ − − ≥⎪
= ⎨

− + + <⎪⎩
   ή   

2

2

x 2

x 2

e x 1, x 0
f(x)

e x 1, x 0

⎧− + + ≥⎪
= ⎨

− − <⎪⎩
    

    ή    
2x 2f(x) e x 1= − −   για κάθε χ∈R 

    ή    
2x 2f(x) e x 1= − + +   για κάθε χ∈R   
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Γ3. 
 
f x( ) = e

x
2

− x
2 −1, x ∈ R  

Η f είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο R (ως πράξεις παραγωγίσιµων συναρτήσεων: 2x 1− −  

πολυωνυµική και 
2xe ως σύνθεση πολυωνυµικής µε εκθετική), µε ( )

2xf ' x 2xe 2x= −  και η f΄ είναι 

αντίστοιχα συνεχής και παραγωγίσιµη στο R µε ( )
2 2x 2 xf '' x 2e 4x e 2= + − . 

Η fʹ́  είναι  παραγωγίσιµη στο Γ  µε 

          ( ) ( )2 2 2 2 2 2x 3 x x 3 x x x 2f ''' x 8xe 8x e 4xe 8x e 12xe 4xe 2x 3= + + = + = +  

( ) ( )2x 2f ''' x 0 4xe 2x 3 0= ⇔ + = x 0⇔ = ,  αφού 
2xe 0>  και 22x 3 0+ >  

( ) ( )f ''' x 0 x 0, f ''' x 0 x 0> ⇔ > < ⇔ <  

χ - ∞        0       +∞  
f ʹ́ʹ (χ) − + 

f (x)ʹ́    

           EΛ. 
         (0,0) 

Άρα η ( )f '' x  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο 0x 0,=  δηλ. ( ) ( ) ( )f '' x f '' 0 f '' x 0≥ ⇔ ≥  για κάθε 

x∈ Γ  και ( )f '' x 0=  µόνο για χ=0 µε fʹ́  συνεχής στο χ0=0.   

Άρα η f είναι κυρτή. 

 

Γ4. ( ) ( ) ( ) ( )f ηµχ 3 f ηµχ f x 3 f x+ − = + −  (2) 

Έστω ( ) ( ) ( )h x f x 3 f x= + −  

Η h παραγωγίσιµη ως διαφορά παραγωγίσιµων (f(x) παραγωγίσιµη και ( )f x 3+  σύνθεση 

πολυωνυµικής µε παραγωγίσιµη) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )h' x f ' x 3 x 3 ' f ' x f ' x 3 f ' x= + ⋅ + − = + −  

όµως η f είναι κυρτή, άρα η f’ γνησίως αύξουσα και χ+3>χ για κάθε x 0≥  

άρα ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f ' x 3 f ' x f ' x 3 f ' x 0 h' x 0+ > ⇔ + − > ⇔ >  

Άρα η h είναι γνησίως αύξουσα οπότε και 1-1 

Έτσι,  ( ) ( )(2) h ηµχ h χ⇔ =
h: 1 1−

⇔  ( )ηµχ χ 3=  

Γνωρίζουµε ότι ηµχ χ≤  για κάθε  x ∈ R  και η ισότητα ισχύει µόνο για χ=0  

Έτσι, η µοναδική λύση της (3) είναι: χ=0 
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ΘΕΜΑ Δ 

Έχουµε από την εκφώνηση:        

• ( ) ( )( )π

0
f x f '' x ηµχdx π+ =∫     (1) 

• ( )
x 0

f x
lim 1

ηµχ→
=     (2) 

• 
 
e

f x( ) + x = f f x( )( ) + e
x

3( ) ∀x ∈ R  

• f συνεχής ως παραγωγίσιµη 

Δ1. Θέτοντας ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
f x

g x f x x g x 4
x

= ⇔ = ⋅  

       δηλαδή από τη (2) έχουµε ( )
x 0
limg x 1
→

=  

     Οπότε ( )( ) ( ) ( )
(4)

x 0 x 0
lim x g x 0 limf x 0 f 0 0
→ →

⋅ = ⇒ = ⇒ =  

Από τη σχέση (1) έχουµε: 

     f x( )ηµχdx
0

π

∫ + f '' x( )ηµχdx = π
0

π

∫  ( ) ( ) ( )
ππ π

0 00
f x ηµχdx f ' x ηµχ f ' x συνdx π⎡ ⎤⇒ + ⋅ − = ⇒⎣ ⎦∫ ∫  

( )
π

0
f x ηµχdx⇒ ∫ ( )f ' π ηµπ+ ⋅ ( )

0
f ' 0 ηµ0− −

0
( ) ( )

ππ

0 0
f x συνχ f x ηµχdx⎡ ⎤− − ⋅⎣ ⎦ ∫ π= ⇒ 

( ) ( )( )f π συνπ f 0 συν0 π⇒ − ⋅ − ⋅ = ( )f π π⇒ =  

Επίσης, 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4

x 0 x 0 x 0 x 0

f x f 0 f x x g x
lim lim lim limg x 1

x 0 x x→ → → →

− ⋅
= = = =

−
   άρα   f΄(0) = 1 

 

Δ2. α) Παραγωγίζοντας τη σχέση (3) έχουµε: 

( ) ( ) ( )( ) ( )f x xe f ' x 1 f ' f x f ' x e⋅ + = ⋅ +  (5) 

Έστω ότι η f έχει ακρότατο στο 
 
x

0
∈ R . Τότε, αφού η f είναι παραγωγίσιµη, από το θεώρηµα 

Fermat ισχύει: ( )0f ' x 0=  

Έτσι, από τη σχέση (5) για χ=χ0:  

 
e

f x
0( ) ⋅ f ' x

0( ) +1= f ' f x
0( )( ) ⋅ f ' x

0( ) + e
x

0 ⇒ 1= e
x

0 ⇒ x
0
= 0   άτοπο, αφού ( )f ' 0 1=  

Άρα η f δεν παρουσιάζει ακρότατα στο R. 

β) από (α) έχουµε ( )f ' x 0≠     ∀x ∈ R  

Επίσης ( )f ' x  συνεχής (ως παραγωγίσιµη), άρα η f ΄ διατηρεί πρόσηµο στο R 

Αφού ( )f ' 0 1 0= >  , έχουµε ( )f ' x 0>     ∀x ∈ R  

Συνεπώς, αφού η f συνεχής στο R, τότε είναι γνησίως αύξουσα. 

 

Δ3. Ισχύει ότι −1≤ ηµx ≤ 1 και −1≤ συνχ ≤ 1  άρα µε πρόσθεση κατά µέλη: −2 ≤ ηµχ + συνχ ≤ 2  
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Έτσι:   
ηµχ + συνχ

f(x)
≤

2

f(x)
⇔

ηµχ + συνχ
f(x)

≤
2

f(χ)
   (6)    

διότι f(x)>0 κοντά στο +∞  (αφού f γνησίως αύξουσα και f(π)=π>0  άρα για χ>π ⇒ f(x)>f(π) δηλ. 

f(x)>π>0).  

Επίσης, η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα και f(R) = R, άρα 
 
lim
x→+∞

f(x) = +∞  οπότε 
 

lim
x→+∞

1

f(x)
= 0  

Από την (6)  έχουµε: −
2

f(χ)
≤
ηµχ + συνχ

f(x)
≤

2

f(χ)
  

και σύµφωνα µε τα παραπάνω 
 

lim
x→+∞

2

f(x)
= lim

x→+∞
−

2

f(x)

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = 0 , άρα από το κριτήριο παρεµβολής: 

lim
x→+∞

ηµχ + συνχ
f(x)

= 0  

 

Δ4. π1 x e≤ ≤ ⇒ ( ) ( ) ( ) ( )
f

ln1 lnx π 0 lnx π f 0 f lnx f π 0 f lnx π
↑

≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤  

( )x 0 f ln x π
0

x x

>

⇒ ≤ ≤   {µε το  =  να ισχύει µόνο για χ=1, χ=eπ } 

Άρα*   0dx <
f lnx( )

x
dx

1

e
π

∫
Ι

! "## $##
<

π
χ
dx

1

e
π

∫
1

e
π

∫ ⇒  

      ( ) ( )
πe π 2

1
0 I π lnx 0 Ι π lne ln1 0 I π π 0 0 Ι π⇒ < < ⇒ < < ⋅ − ⇒ < < ⋅ − ⇒ < <⎡ ⎤⎣ ⎦  

 

* Αν f(x) ≤g(x) τότε ισχύει ∫ ∫≤
β

α

β

α
dx)x(gdx)x(f  

Απόδειξη: f(x)≤g(x)⇔ g(x)-f(x)≥ 0 ⇒ [ ] ∫ ∫∫ ⇒≥−⇒≥−
β

α

β

α

β

α
0dx)x(fdx)x(g0dx)x(f)x(g  

               ∫ ∫≥⇒
β

α

β

α
dx)x(fdx)x(g  

 

 

 

 

 

 
 

 

 

  


